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Calculation of the NMR Coupling Constant in HD
by Using a Nonsingular Contact Operator

The Fermi contact contribution to the nuclear spin-spin
coupling constant of HD is calculated variationally. Instead
of the delta-function a modified nonsingular contact spatial
part is used. The self-coupling energy becomes finite and the
variation of the whole second-order energy due to a non-
singular first-order perturbed trial function can be carried
out.

Im Ramsey!-Modell wird die NMR-Koppelkon-
stante Jyp des HD-Molekiils als stérungstheoretische
Grofle zweiter Ordnung beschrieben und die Fermi -

Kontakt-Wechselwirkung
H < 3 O (riy)

1= 2 AN 2 (I_\"Si)
N,i rix
2;\'=§{}.\‘ﬂ.\'gﬁ (1)

als Storung zugrunde gelegt. In (1) sind g, A, S;
bzw. gy, fx, Iy g-Faktor, Magneton und Spinope-
rator von s-Elektron i und Kern N. Eine Berechnung
von Jyp erfordert die (approximative) Losung einer
molekularen Stérgleichung erster Ordnung. Im Stor-
Variationsverfahren nach Hylleraas?® ist mit der
Storfunktion erster Ordnung als Testfunktion die
Energie zweiter Ordnung E,=Eyy + Epp + Eyp 2zu
minimisieren. Die Konstante Jyp ist proportional
zur Heterokoppelenergie Ejyp. Der r~-singulire
Ortsteil von (1) fiihrt zu divergierenden Selbstkop-
peltermen Eyy und Epp. Dies macht die Variation
der Gesamtenergie E, unméglich. Das Divergenz-
problem sollte durch Schwachung der Singularitit
des Kontaktoperators zu losen sein. Einen Hinweis
hierzu gibt Blinder*. Die dreidimensionale Delta-
funktion in (1) stellt eine Approximation des rela-
tivistisch korrigierten Operators

B(riv, o) =ro/(rix+ro)rin , (2)
rp=0 (1077) atomare Einheiten (Abk.: a. E.)

dar, der r~ ?-singulir ist. Mit (2) werden die Selbst-
koppelenergien endlich, die Variation von E, und
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die Berechnung eines Extremalwertes von Jyp mog-
lich.

Die Fermi?-Formel fiir die Hyperfeinaufspaltung
hfs von Coulomb-s-Zustinden |s¢) des H-Atoms
durch Kontakt-Wechselwirkung lautet

Y !
20 |46 X-8) . (3)
5

hfs =4 {3{' :
Die mit (2) gebildeten hfs-Erwartungswerte sind
durch Terme der Grofienordnung rylnr, (a.E.) ge-
geniiber den Fermi2-Werten (3) relativistisch korri-
giert. Man darf annehmen, daf}, abhingig von der
Wahl des Korrektureffekts, die Konstruktion ver-
schiedener modifizierter Kontaktoperatoren maglich
ist. Diese haben wie (2) eine gegeniiber dem Fermi -
Operator geschwiichte Singularitit und liefern hyper-
feinkorrigierte Erwartungswerte.

Die Singularitdt in (1) und (2) hat ihre Ursache
in der Behandlung des Kerns als elektrische Punkt-
ladung und als magnetischer Punktdipol. Zemach3
modifiziert Formel (3) nichtrelativistisch durch Mit-
nahme einer elektromagnetischen Ausdehnung des

Kerns:
hfs'.‘m=}.(slf",(r)fs)(_l-S) E] {‘l‘]

fm(r) sei die Verteilung des magnetischen Kern-
moments und 's) die Schrédinger-Wellenfunktion
fiir ein s-Elektron, das sich im (nicht notwendiger-
weise Coulombschen) Potential der elektrischen La-
dungsverteilung f.(r) bewegt. Fiir den Fall, dal}
fw(r) und f.(r) Deltafunktionen sind, geht (4) in
(3) tiber.

Entsprechend den Hofstadterschen ® Streuver-
suchen ist die elektrische Ladung im Proton stirker
am Nullpunkt konzentriert als das magnetische Mo-
ment. Das intermediire Modell

fe(r) =0(r)[r?, 5)

fum(r,a) = (2a®) texp{ —r/a} 7

soll diesen Tatbestand qualitativ wiedergeben. Der
Parameter a beschreibt phinomenologisch die ma-
gnetische Ausdehnung des Protons. Durch Anpas-
sung an den mittleren quadratischen Radius der ex-
perimentellen Verteilung erhdlt man a=0 (10°%)
a. E. als Grifienordnung. Mit (5) geht (4) iiber in

hff‘n\:i(s(}]fm(rs a)l-s(?} (I-8). (6)

In Worten: Die Kontakt-Wechselwirkung mittelt die
Coulomb-Dichte des s-Elektrons iiber den rdumlich
ausgedehnten Bereich des magnetischen Kern-
moments,
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Die Storgleichung erster Ordnung des durch den
Kontaktortsteil f,,(r,a) gestorten H-Atoms wurde
fiir den 1s- und 2s-Fall exakt gelost. Die 1s-Stér-
funktion lautet

Aus (6) laBt sich ableiten, daB der iiber (5) kon-
struierte Kontakt-Ortsteil nichtsinguldr und identisch
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mit der in r=0 endlichen Verteilung des magneti-
schen Kernmoments ist. Man kann zeigen. daf} der
in (6) wirksame Kontaktoperator mit dem Zemach 5-
Modell vertraglich ist und Hyperfeinkorrektur-Terme
der Groflenordnung a liefert.

o= {(1+2a)3[-2/r+4Inr +4r+ (1+24a)2 (1/a) exp{ —r/a}
+ (2/r)exp{ —rfa} + 4E,(r/a)]a+Ci}a " exp{—r}. (7

Mit €;,=4C—10+0(a) ist (7) orthogonal zum
ungestorten 1s-Grundzustand (C = Eulersche Kon-
stante). Im Gegensatz zu den aus O(r)/r? und
B(r,ry) resultierenden Stérfunktionen erster Ord-
nung des H-Atoms™ ® sind die von f,(r,a) her-
rithrenden Funktionen ¢,'* und ¢,* nichtsingular.
Sie haben einen sehr grollen, aber endlichen negati-
ven Wert in r = 0. Formal kann man sie in einen im
subatomaren Bereich 0 < r < 10a rasch abfallen-
den (kurzreichweitigen) Teil und einen in atomare
Dimensionen (1 A =~ 10%a) reichenden (langreich-
weitigen) Teil zerlegen. Die langreichweitigen Teile
stimmen mit den aus 0 (r) /r? gewonnenen Schwartz-
schen © Storfunktionen iiberein. Das Residual R im
Quotienten

AEy[AE\ = § (1 +R) (8)

der Hyperfeinaufspaltungen des 1s- und 2s-Zustan-
des von atomarem Wasserstoff 7~? wurde berechnet.
Der Wert R=/ (21In2 —3) ist derselbe wie der von
Schwartz 7 mit 4(r) /r® und von Power und Pitzer ®
mit B(r,ry) ermittelte. R erweist sich als unabhin-
gig davon, ob man einen singuliren Kontakt-Orts-
teil verwendet oder nicht.

Zur Berechnung der Koppelkonstante Jyp wur-
den fiir das HD-Molekiil der ungestorte Einteilchen-
Hamilton-Operator

1 1- 1
HD=E(—9.I,-- ”)+ : (9)

Ni\ 2 riv R

mit abgeschirmtem Potential 1 (6 =0,2) und festem
Kernabstand R =1.4 a. E. sowie der nichtsingulire
Kontakt-Stéroperator

H, = {2‘.}‘_\- Jm(riv.a) (I.x S2) (10)

angewendet. Im ungestirten Singulett-Grundzustand
Vo= DPy(1) Py(2) [af—Ball/V2 (11)

ist @, ein Coulson!®-MO (Einteilchen-LCAO-MO-
Bild). In Eindeterminanten-Darstellung wird die
durch (10) gestorte Molekiilfunktion aus verschie-
denen Ortsteilen fiir a- und S-Spin aufgebaut !1. Die

mit (10) verbundene Elektronenspin-Polarisation
bewirkt die Beimischung einer triplettartigen Stor-
funktion erster Ordnung

]}!1 = [(51 Dy— P, fJF’1] (af+pa)l/V2 (12)

zum Grundzustand ¥,. Das Stor-MO erster Ord-
nung P, wird als kernspinabhiingige Testfunktion

Dy = cup Au (@ + @o®) L + cpn

+¢cp Ap (91° + @) Lo (13)

mit den linearen Variationsparametern ¢j; und cp
formuliert. ¢,~ sind ungestorte 1s-AOs, die Stor-
AOs erster Ordnung ¢,~ werden durch

i =[— (1/a) exp { —ky (f,\'ffa}} (ky(rx/a) +1)
+kyry] (14)

beschrieben. (14) ist ein der Lisung (7) des ato-
maren 1s-Storproblems angepaliter nichtsingularer
Ansatz (k; =1/3, ky=10). (14) ist mit (7) prinzi-
piell verlaufsgleich und besteht ebenfalls aus einem
kurz- bzw. einem langreichweitigen Teil.

Die Test-Storfunktion ¥, wurde zu ¥, riumlich
orthogonal gemacht. Dadurch ist die gestorte Ge-
samtwellenfunktion bis zur zweiten Ordnung im
Stiérparameter Ay normiert.

Uber das Hylleraas *-Funktional

(| By B ) +2 (0, | H, | o)
=Enn+Epp + Enp =E,
3E,/3ex =0

wurde die Gesamtenergie E, variiert und die daraus

entstammende Heterokoppelenergie Eyp zur Bestim-
mung der Koppelkonstanten Jyp herangezogen (/).
Zum Vergleich wurde auch gemifl Das und Ber-
sohn1? einer der Selbstkoppelenergieterme in (15)
variiert und die aus dieser Variation hervorgehende
Heterokoppelenergie zur Jyp-Berechnung verwendet
(/5). SchlieBlich wurde die (physikalisch nicht rele-
vante) Variation des Kreuzterms von (15) vorge-
nommen (/;). Die aus den genannten drei Varia-
tionsverfahren resultierenden Zahlenwerte fiir die

(15)

und
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Koppelkonstante Jyp sind in Hz-Einheiten
J,=26,44[1+0(a)],
1,=16,93[1+0(a)],
J,=39.01[1+0(a)],

Jexp.= 42,94 0,1 Hz (Benoit und Piejus '3).

In J; und J, sind bei der Ortsintegration kurz- und

langreichweitiger Teil der Test-Storfunktion erster

Ordnung wirksam. Dagegen treten in J/, nur Inte-
grale iiber den langreichweitigen Teil auf. Formal
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geht J; (Variation der Heterokoppelenergie) aus /,
(Variation der Gesamtenergie) durch Nullsetzen der
Integrale iiber den kurzreichweitigen Teil hervor. In
der (unvollstaindigen) Kreuztermvariation wird so-
mit der kurzreichweitige, kernnahe Bereich der Kopp-
lung unterdriickt.
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